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Exercice 1. Initiation calculatoire (x)

Calculer les déterminants suivants en essayant de faire le moins de travail possible.

1 3

b 9‘,

9 cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(8) |’
0 a b

3. la 0 c|,
b c O
a b ¢

4. |a®> b* 2,
ad v o

a-+b b+c
a®+ b b+
ad+ b B+
1 5 7 9
3 16 24 33
5 27 36 55|’
7 38 51 78
a a a a
a b b b
a b ¢ c|’
a b ¢ d

c+a
2 +a? ,
A +a®

Indice : Utiliser que le déterminant est linéaire pour chaque colonne. Cela peut aussi permettre de transformer
le calcul d’une matrice quelconque en calcul d’une matrice triangulaire !
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Exercice 2. Calcul de déterminants par une formule de récurrence (*x)
Calculer les déterminants suivants a ’aide d’une formule de récurrence.

1. La suite de Fibonacci (f,,)nen est une suite d’entiers définie par
fo=fi=1
fn=fn-1+ fn_2, sin>1.

Montrer que pour tout n > 1, on a F,, = f,, ou

1 -1 0 0 ... O
1 1 -1 0 ... O
o 1r 1 -1 ... 0
F,=|: :
0 11 -1 0
o0 ... 0 1 1 -1
6 ... 0 0 1 1
nxn



2. Montrer 1'égalité T, (z) = 1—“12:ﬁ pour tout n > 1, en supposant que z2 # 1, ot T, (z) vaut

1+ 22 x 0 0 0
x 1422 x 0 0
0 x 1+ a2 x 0
0 x 1+ 22 x 0
0 0 x 1+ 22 T
0 0 0 T 14 22

T,,V(a&) = (4+262) Top—»{(”) SC AP “Z Tm,-z (2'/)
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3. Montrer que Cy,(z) =

> oheo arpx® si C,(z) est le déterminant de la magrice compagnon, i.e.

ALE.:Andﬁﬁxecumnz (ED () 0 (:D
de taitle m+1 1 0 o] T
0 0Nl =z 0 aplo
Base: 40 m=0, Colx) = V 0 0 NG | ol
0 0 -1 q
Ay m=A ‘QW04(26) x 2,
Solution:" Base : Sin =1, on a |ag| = ao. / 1 aq /‘ a"f»-’- ao V

W Mme  récurrence) et de (—
WV:C& sont -1). Ce qui dfhne bien ), _, anz”.
de telle mv -

Exercice 3. Une somme de déterminants (xx)
Les nombres 1, ...,

1)n+1

somme S(n) des déterminants de toutes les matrices obtenues.

Par exemple, S(1) =1 et

talle de la Sous-mat. 'ﬁ

ZLM?. 4a1>.2

n? sont mis dans une matrice de taille n x n de toutes les maniéres possibles. Calculer la

Step : En développant sur la premiére ligne, on obtient la somme de x - ZZ;& ap12"* (par hypothése de
ao-(—1)"%!_(le sous-determinant étant une matrice diagonale,

nt les coefficients

4 T 4,

(n?)! =(2%)] = 24

12 3 4|[)2 11 14 3
SOl 4/t ofMla 3 T2 1l
/13+24+3 [ 2
2 471 3] Tla 2/ T3 1
NE-"PWWWOWA&Z L4l 2 8 4 1 32,
2 3Tl 4T3 2/ T4 1
&Wméf&d&'b L2 |4 8] 2 1 3 4]
4 3T 2 T3 4l T2 1
¢ de
O R (I
3 92/ T 4l T|2 3/ T4 1
130 4 2 I3 1] |2 4
—2
4 oot st at =20

Indice : Grouper les matrices deux par deux!

Solution: Notons F l’ensemble de matrices n x n dont les coefficient sont les nombres de 1 & n? En suivant
I’indice, on va grouper les matrices deux par deux, i.e. on va trouver une bijection f de E dans E telle que

fof=

id (la matrice A sera donc en groupe avec la matrice f(A). Pour chaque matrice A, on considére

f(A) la matrice identique & A, mais pour laquelle les deux premiéres colonnes ont été échangé. on remarque
que det(A) = —det(f(A)). Comme f est une bijection de E dans F, on a

> det(A

A€E

On va calculer

n) =2 Z det(A

A€E

= Z det(A

AcE A€E

On a donc trouvé S(n) = 0.

)+ ) det(f(4) =
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)= det(f(A))

A€E

'4

D (det(A) + det(f(A)) = 0.

A€E



C\vt b noyublots whlns dany C'exo 3.

Exercice 4. Montrer le corollaire 4.3 du cours : Soient la matrice A et la matrice A, identique a A excepté
pour deux colonnes (pas forcement adjacente) qui sont interverties. Montrer que det(A) = — det(A).
Indice : 1l suffit de montrer qu’on peut échanger les deux colonnes en 2i 4+ 1 échanges adjacents (expliquez
pourquoi!), 7 étant un nombre & trouver. Faites des essais pour trouver la formule compléte. Par exemple,
échangez la deuxiéme et la cinquiéme colonne d’une matrice 6 x 6 en utilisant que des échanges de colonnes
adjacentes. 7
Solution: On va montrer par induction qu’on peut échanger deux colonnes séparégr-par i colonnes avec
2i + 1 échange.

Bage : Si i = 0, alors les colonnes sont adjacentes, et il suffit d’un échange.

'PM de wicwsence : Supposons maintenant qu’on peut échanger deux colonnes séparé&par 1 colonnes avec 2i + 1 échanges-et

Péchanger avec la k + 1+ (i + 1)-iéme colonnes. On fait un premier échange entre la derniére colonne et la
k~+1+1i-iéme colonne. Maintenant, on sait qu’on peut échanger cette colonne avec la k-iéme colonney en'2¢+1
échange par hypotheése de récurrence. 11 suffit de Q¢ échanger & nouveau les deux colonnes adjacentes pour
remettre la k+ 1 +4-iéme colonne a sa place et on a fini. Il a donc fallu 1 +(2i+1)+1=2i+3=2(i+1)+1
échanges. Le pas d’induction est donc prouvé ! -

i A .
ituation initia W W
(¢} (¢} ¢ O M o O@W

‘E considérons deux colonnes séparés par ¢ + 1 colonnes. si la premiére colonnes est la k-iéme, on veut donc

k
k-1 E+1 ; k41 ’ ' .
k+i—1 k+i+1 k+i+2 k+i+3
Premier échange :(1)
o ° o o o e o o
k .o )
k—1 k+1 ; k41 ; ; ;
kE+i—1 k+i+1 k+i+2 k+i+3
Hypotheése de récurrence :(1 + (2 + 1))
o e o o o ° o o
k .. )
k-1 k+1 ; k41 . A ‘
kE+i—1 k+i+1 k+i+2 k+i+3
Dernier échange :(1+ (2: +1) + 1)
O @ O O O O o O
k 500 )
k—1 k+1 ; k+1i ; ; ;
E+i—1 k+i+1 k+i+2 kE+i+3
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