Algébre 1
Exercices — Série 12 4 décembre 2020

Exercice 1. Calculs de déterminants (x) Calculer les déterminants suivants

111 1 1 2 3 4 12345
12 2 2 5 6 7 8 R
@ |} 5 3 3 ®) g 10 11 12 (0)111?3’
12 3 4 13 14 15 16 L1111
Solution 1. On calcule :
(a)
Z -\ it 111 1 Jt 111 1111 1111
Ja*‘z"""' 1222 Jo1 11 _jo11a_|o111_,
s - 1 2337 o122 o011 oo 1 1"
EX-4—-5‘,907‘9441234 0123 loo12 o001
(b)
1 2 3 4 1 2 3 4| |1 2 3 4
L. -Ls |5 7 _4 44 4] 4 e
Z—l, 9 10 11 12/ |8 8 8 8| |0 0 0 0
Lz=b1 113 14 15 16| |12 12 12 12| |0 0 0 0
© L4,'1/4
C
Li=Ls 1 2 3 4 5 ) 3 4
2=l 1 1 2 3 4 Ly 3
Lz-Llg 1 1 1 2 3 0 1 o=t
S R R
Le™Fs 111 001

ol on a développé par rapport a la premiére colonne a la deuxiéme étape.

Exercice 2. Régle de Cramer (x) Utiliser la régle de Cramer pour résoudre le systéme d’équations linéaires

20 +3y—z2=1
dr+y—3z=11
3x —2y+5z=21

2 3 —1 1
Solution 2. On écrit les vecteurs a; = (4] ,ac = 1 |,a3=|—-3] etb=|11]. Alors
3 —2 ) 21
L, 3L2 2
4 det(A) = |4
Lzt ZLZ 3
L‘{_ ;LZ det(b, as, a3) =
Lzt+2 LZ
2 1 -1
det(ai,b,a3) = |4 11 —3| = - :ég 286 =13 x 138 g‘ =13 x 12 = 156
3 21 5 |
I/Z - L/] .



(L)

(C)

Qa 2 & &
@ bb b|=a(b-a)lcb)(d-c)=1(2-1)(3-2)(4-3)=1
a b c c
a b c d
62'362'264
C3=Cz-3(q
é}ﬁ Cqp =44
1 2 3 4 1 2-2 3-3 4-4
5 6 ¥ 8| _ |5 640 ¥-15 g-20
9 10 11 12 g 40-18 11-27 12-36
12 14 15 46 13 14-26 15-33 46-52
6—t—F
—4 -8 42
-8 15 -24
1B -12 -24 -36
4 2 3 4 &5
La-Ly | 0 -1 -1 -1 -1 )
Lz-Lz |0 0 -1 -1 -1 At = 4
<L o o ©0 -1 -1
L4=2 g 0 0 0 -4

L;-—L4

det =0



Ly~ zl,
L3+2LZ L.'2=L2+L4

‘440 = -
23 1 |10 0 =32 o . é R +32=-%8
det(ai,as,b) =14 1 11| =] 4 1 11| = ’ 0 ’ ’ ’ _78
3 -2 21 11 0 43
DOHCI:%:ﬁl,y:%:—Qetz:%:l
Exercice 3. Matrice de Vandermonde (xx) Montrer que pour Baé& .
Loy o - a7 o m=2
1 (%) a% P 0672171

n ...,an)—: : : : 4 ¢ ~
(m22) R I %:I_ &%,- oy

Valo, . .san) = [i<icjan(aj — ai).
Indice : appliquer successivement leSTopérations C; <— C; — a;C;j_; pour j allant de n & 2.
P.S. : 1l y a aussi une autre approche trés jolie utilisant les propriétés des polyndmes.

—
Solution 3. On suit I'indice et on raisonne par récurence.
1 a o - o % ot 1 ag o - aof? 0
1 ay a3 - af? agl_l a a2 - a7 ab (o —ay)
1 a, a2 an=? ot 1 a, o a2 a2, —aq)
/ 0 0 0 0
2 —a1  az(ay —ar) ay P(az —a1)  ay “(ag —ar)
1 ap—a; apla, —ay) a3 ap —a1) o o, —aq)
S ay — ag o(ae —ay) ay” 3(042—a1) ay “(ag —ay)
/ =
P Y ap—ar apla, —ay) - o 3a, —a1) A (a, —ay)
ok OLC MWMM 1 ag -+ aof™3 af?
:(012_011)"'(O‘n_051)
§ Ow pugpote (K) e
o M .
> V. = H(ak —a1) X V(g ... an)
m-1 & o =2
V \ i
H qu :H(ak—al)x H (0 — ;)
e Viaie ou = 2<i<isn
= I (y-a)
”V ° 1<i<j<n
\Oﬂ on a utilisé 'hypothése de récurence pour V,,_1. (_ 1 )”"-2 (_ 4) w=
Autre preuve : on note + - + - M B.:
1 o o} - o2 (aft \ A
) o o ol o7 c‘et ba. meme
a1) = "
. L4 1 a, a2 - a2 on!
En falsal le développement sur la premiére ligne on sait que P(ay) est un polynome de degrés n — 1 en .
1 a a3 - af? ay a2 - af7? oft
P(oq)?‘l ! R AR A
1 a, a2 - a2 a, ai - a7? anl



wv dewx colormes Aont %«m

De plus on remarque que pour tout ¢ > 1, a3 = «; = P(a1) ¥ 0. Donc ag, - - - , a, sont les n — 1 racines de
P et ce polynome peut alors s’écrire sous la forme factorisée

n

P(Oél) = CH(OQ — Oéi)

=2
avec C' le coefficient dominant. C’est & dire
1 ay a3 - af?
C=(=D) s o D= (D) W (ag, - an).
1 a, a2 - a2

On peut alors faire un raisonnement par récurrence comme précédemment.
But: m.q.,, hows covbaines condifion, O /Ibgaiﬁ Teavaillor
Exercice 4. Matrices par blocs (xx) .AVeC g%’ 19@7%* comme ovec s s4catoiees,

1. Soient A € My, 1, (R), B € My, 1, (R), C € My, 1, (R), D € My, 1,(R), E € My, ,,,(R), F €
M, 9, (R), G € My, ,,, (R), H € My, ,,(R). Montrer que

A B\ (E F\ (AE+BG AF+BH
¢ D)\G H) \CE+DG CF+DH)’
2. Soient A, B,C, D € M,, »(R).
(a) Montrer que <é g) = <g [(7)1> (IS 10)> et en déduire que det (g 10)) = det(A) det(D).

: A 0\ (I, A'B
(b) Soit det(A) # 0. Calculer <C’ In) <O D_ CA_lB>'

(c) Montrer que, si det(A) # 0, alors det <g g
B

) = det(AD — CB).

) = det(A)det(D — CA™'B). En déduire que si

AC = CA, alors det (é

| 1 1

l 0 2

+ 1| en utilisant la question précédente.
|

12 2

AC=CA caw C 4t wme mabice diagomate

2
(d) Calculer det g—
0

Solution 4. 1.0n note
A B FE F
u=(&5) v-(& 5)
Faisons la preuve pour le premier bloc. Soit i < mq, j < p; alors
ki+k2

(MN);; = Z M; N ;
t=1

k1+ka

/ k1
&&Fam ga/ MWWVI/@ :;Mi,tNt,j‘f' Z M; Ny

t=k1+1

Les autres blocs se font de la méme maniére.
2.(a)On utilise la premiére question

A 0\ (I, 0\ [AI,+0 040
c 1,)\o p)~\cr,+0 0+1,D

(e »)



En faisant le pivot de Gauss avec les 1 de la matrice identité on a que C IO = ‘61 I puis en developpant
- - oy 14 o _ A 0] . 0|
chacun des 1 de la matrice identité on a 0 I,|= ‘0 L= = ‘0 1‘ = |A| De méme 0 D‘ =|D|.

Finalement " "
0 0 I, 0
det (C D) = det (C’ In) det (0 D) = det(A) det(D).

(b)Si det(A) # 0 alors A~! est bien défini. Toujours avec la premiére question

A 0\ (I, A'B \ (A AA7'B (A B
¢ 1,J\o D-ca'B)~\Cc CcA'B+D-CA"'B) ~\C D)

(c)Avec la question précédente, amwec (9/)
A BY . (A 0 I, A'B .
det (C D) = det (C In> det (0 D_CA- 1B> et(A)det(D — CA™"B)

Si de plus AC = CA alors
det(A) det(D — CA™'B) = det(AD — ACA™'B) = det(AD — CAA™'B) == det(AD — CB)

(d)IciC:2I2doncC’AzACzQA.DoncA&:GA calr OW#W marice alcagma!!/

2 1{1 1

3 200 2 2 1\ (1 1\ (2 0\ (1 1 404\ (2 2 2 2
Tt T :det(<3 2) (2 2)‘(0 2) (o 2)):det((7 7)‘(0 4)):det<7 3)2_8

02,2 2

hows covtmines conditions, Ove /IbM Yoanva e anvec lex blocs comme avec los scatores,

Exercice 5. La formule de la comatrice (%) On définit, pour A € M, ,(R), la comatrice de A, notée
com(A), comme la matrice des cofacteurs, c’est a dire (com(A));; = cof(a;;) ot cof(a;;) = (—1)"+7 det(A;;)
et A;; est la matrice A ol 'on a supprimé la ligne ¢ et la colonne j.

1. Montrer que sik # 4, 5, a;; cof(ag;) = 0.

Indication : étudier le déterminant de la matrice B obtenue en remplagant la ligne k de A par la ligne
1.

2. Montrer que Acom(A)” = det(A)I,, = com(A)T A. En déduire une formule pour l'inverse de A si A
est inversible.

1 1 1
3. Pour quelles valeurs de a € R, la matrice A = [ 1 2 4| est-elle inversible? Calculer son inverse
1 3 a

avec la comatrice.

4. (% * %) On suppose A inversible. Que vaut det(com(A))? En déduire com(com(A)).

Solution 5. 1.0n suit indication. Le déterminant de cette matrice B est 0 car deux lignes sont identique.
Si maintenant on developpe par rapport a la ligne k on a

a1l Qig e e e aim def’M&/LK’

0=detB =|: Za” H] det(Ag;) Za” cof (ax;)

- : coozaf,te«n/
a7l1 an2 CEE CEE R ann




On remaque aussi que pour k = i

a1l Q12 A1n

i1 Qi i
detA=| . . E

an1 Qn2 Anpn

2.0n a alors

[Acom(A)*); r = Z a;; cof (ag;) {det(A)

La méme chose pour [com(A)T A];

222

1) det (Agj) Zam cof (ar;)
@@ 4 2
sik#i
sik=1

an (b le W,mw

3.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 -~ .
1 2 4=01 3 |[=[01 3 |=a-7 DONC//WVW&
1 3 a 0 2 a—-1 0 0 a—-T7
. poun o FF
Calculons les « petits déterminants ».
2 4 1 4 1 2 1 1 1 1
‘3 a‘-Za—lZ "1 ‘_ SRR R 3 "1 a‘_ -1
1 1 11 11 1 1
’1 3‘:2 ‘2 4‘ 2 14‘ 5ol 2’ !
La comatrice et 'inverse sont alors
20—12 4—a 1 1
com(A)=| 3—a a—-1 -2/, At = com(A)”
9 _3 1 det(A)
40naque det det(A) n) = det(A)™ det(I,,) = det(A)" et det(Acom(A)*)
@ det(com(A t(A)"~ 1. Pour finir

com(com(A)) = det com(A)com(A)

'DLM!: e

0W(A)_ 0

0 det(A)

n—2
o AA det(A)" 24



