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1. Bases de R? (%)
Considérons les vecteurs suivants de R? :

e1 =(1,0), ex=1(0,1), u=(-2,3), v=(4,-6)

(a) Montrer que {u,v} n’est pas une base de R?.
(b) Montrer que {e1,v} est une base de R%.
(c) Montrer qu'il existe une infinité de bases possibles de R2.
. -/ t
Solutions =2 On menbe qu'cl lide , done elle m'et por ume base .

(a) On a v = —2u. Si un vecteur w peut s’écrire sous la forme w = A+ pw, alors on a w = (A —2pu)u,
donc, w est u doivent étre c@néaires. Quand-méme les vecteurs e; et u ne sont pas cqffinéaires,
donc e; ne peut pas s’écrire comme une combinaison linéaire de u et v, donc, {u, v} n’est pas une

base de R2. ) ) ”-‘1’554/ ’7):2 M

(b) Soit w = (a,b) un vecteur de R? quelconque. On a w = (a + §b> €1~ gv-

~ 7 7 .
(c) Par exemple, pour tout A € R, {e; + Aea, €2} est aussi une base de R2. &Llw f/t gmtm :
A e, + =(n+42,, ~622) = (a,t
2. Familles libres et génératrices (%) 154 )/2‘17 )/4 2/ 2 ( / )

Décider si les vecteurs donnés ci-dessous forment une famille libre ou génératrice. 2/ + 4 2 =4
(a) (1,2,2), (-2,0,2), (—2,2,—1) dans I'espace vectoriel R, :_> 2

(b) (0,0,2,0), (2,0,—-2,0), (—2,2,—1,0) dans l’espace vectoriel R?, 2/ _

() 1, 14+a, 1+x+2% 1+z+ 2%+ 23 dans lespace vectoriel R3[x], -6 2 L

(d) 2z — 2% + 1, 522 + 23, 22 — 323 dans I'espace vectoriel Rs[z].

— Z
;;,4—é?/+319

Solution :

(a)@La famille {(1,2,2), (—2,0,2), (=2,2, —1)} est libre. => L
En effet, si A-(1,2,2) + - (—2,0,2) +n-(—2,2,—1) = 0, alors on a : 2/2 = =
A—2u—2n=0 3\ —2u=0 A=0
224+2n=0 = A4+n=0 <= S pu=0.
2 +2u—n=20 3AIN+21=0 n=20

l WM /[ . Z'f @ Si V est un espace vectoriel de dimension n, alors toute famille libre de V' qui compte n éléments
est une base. L’espace R® est de dimension 3, donc la famille {(1,2,2), (—2,0,2),(—2,2, 1)} est

une base de R? sur R. ka (]R’): 32
(b)@La famille {(0,0,2,0),(2,0,—2,0),(—2,2,—1,0)} est libre.
En effet, si A+ (0,0,2,0) + p - (2,0,-2,0) +7n-(—2,2,—1,0) =0, alors on a :

2u—2n=0 A=0
2n=0 <= < pu=0.
20 -2p-n=0 n=
'O’VW?"}‘%”"‘WW emeratiice antc uw conbre-
Evidemment, le vecteur (0,0,0,1) € R* he peut pas s’ecrire comme une combinaison linéaire des
vecteurs de la famille {(0,0,2,0),(2,0,—2,0),(—2,2,—1,0)}, donc cette famille n’est pas généra-

trice de R* sur R. ———p W 'P@ bame .



(c@La famille {1,1 + 2,1 + x + 22,1 + = + 2? + 23} dans

Rs[z] est libre. En effet, si I’égalité

ANl4p-(I+a)+n-Q+z+2*)+v-(1+x+2*+2% =0 est vraie pour tout = € R, alors

on a que
At p+n+v=0 A=0

w+n+v=0 nw=20 V
n+v=0 n=0"
v=20 v=_0

l WM 1. 24 @ Deplus, {1,1+z,1+z+2% 1+ 2+ 2>+ 2%} forme une base de Rs[z]. Pour le montrer, on peut,
par exemple, noter que la d1mens1on de Rs[z] est 4, donc une famille libre & 4 éléments forme une

base de R3[z]. On peut aussi voir que les éléments de la base {1,z,22 23} dans R3[z] peuvent
s’écrire dans une maniére trés simple comme les combinaisons linéaires de vecteurs de la famille
considérée : 23 = (1+z+22+23) - (1+z+2?), 22 =1+2+2?) - (1+2), z=1+2)—1.

(d@La famille 2z — 23 + 1, 522 + 23, 22 — 32® dans R3[x] est libre. En effet, soient A, u,n € R tels
que A (22 — 23 + 1) + p- (522 + 23) + 1 (22 — 323) = 0 pour tout z € R. Alors, on a

A=0

=0
22=0 _0
5u—n=0 " .
At p—3p=0 =
@ Cette famille ne forme pas une base de Rs[z]. Pour le montrer on peut noter que la famille
con51deree est une famille libre & 3 éléments, tandis que la dimension de Rg[z] est 4. '
11%: FMWWW&WMM@'LZ& de mowere &
3. Indépendance linéaire de fonctions (xx) W base .
Montrer si les fonctions données essous forment soit une famille libre, soit liée dans l’espace
vectoriel F(R,R). cv
(a) f(z)=32? g(z)= 22"
(b) f(x) = cos(x), g(x) = cos(2x), h(x) = cos(4x),
(C) ( ) - 317 g(Jj) = 3I+37
(d) flz) =37, g(z) =3, h(z) =3
Solution :

(a) Soient A\, u € R tels que F(z) = \-3z% + pu- 22* = 0. Alors, on a aussi que

c'ot powr

d
F'(z) = —(\-32% + p - 22%) = 6)x + Sua® = 0. ab'b&m)z, 2 5??
dx

- : m 2 iulovimuts,

Prenons x = 1. Alors, on obtient le systéme suivant : .
3A\+2u=0 A \ g*ﬁ Ame
= BA+2u=0 =
H , +2p 0 | g

Donc, la famille {f(z), g(x)} est libre.
(b) Soient A, 1,1 € R tels que F(x ) = Acos(z) + pcos(2z) +ncos(4x) = 0. On peut évaluer la fonction

.pomts 1 =0,20 =

,x3 = 7 pour obtenir le systéme suivant :

2’
DMK Ap+n=0 A=0 A=0
—pu+n=0 <<= Spu+n=0 << u=0.
“A+pu+n=0 pw—n=0 n=20

Donc, la famille {f(z), g(x), h(x)} est libre.
(c) Onaque g(z) = 3*+3 = 27-3% = 27- f(z). Donc, pour A = 27 et u = —1, on a A f(x)+p-g(z)
donc f(z),g(x) est une famille liée.

=0,



(d) Soient A, u,nm € R tels que F(x) = A-3% 4+ - 3 4 - 37" = 0. Alors, on a que

d . .
Fl() = —(A-3" 437 +7-37) = M?é)?ﬂf + 2ulpf)e 37 + 3y’ - 37 =0,

Maintenant on peut, par exemple, évaluer les fonctions F(x), F'(x) en 1 = 0 et la fonction F'(x)
en o = 1. On obtient le systéme suivant :

At+p+n=0 A=0 A=0
A=0 = p+n=0 <= ¢pu=0.
A42u+3n=0 2u+3n=20 n=20

Donc, la famille {f(x), g(x), h(z)} est libre.

4. Interpolation lagrangienne (x * x)

(a) Soient ag,a; des nombres réels tels que ag # a;. Construire les polynomes linéaires fy et fi tels

que fi(a;) =0, i # j, et fi(a;) =1, i =0,1. /\/7 acts d//k

(b) Les polynomes fy et f; forment-ils une famille libre dans 'espace R; [z

(c) Montrer que tout élément g € Ry [z] peut s’écrire sous la forme Ao fo + )\1f1 ol A\g, A1 €R.

(d) Montrer que pour tout by, b1 € R, il existe un unique polynoéme F € R;[z] tel que F(a;) = b;, i =0, 1.
e) Soient m > 1 et ao,...,an, des nombres réels tels que a; # a;, ¢ # j. Montrer que pour tout

N,
ol
—~~

bo, ..., bm € R, il existe un unique polynome F € R,,[z] tel que F(a;) =b;, i =0,1,...,m

Solution :

18— B (a) Prenons fy = ra 1= S . (:{Mé;u')mz/ /}aﬁ%vgmﬁ @, CUMALW y W&W 7

w ap — ap a1 — ap
« (b) Supposons qu'il existefly Ao, A1 € R_tels que \ofo + )qfl = 0. Alors, on a par ( quel
7 Aofol(ao) + A1 fi(ao) :)\0'1+)\1'0:>\0|et = Ao fo(ar) + A fi(ar) = Ao -0+ Ag - 1—)\1]DOHC

fo et f1 forment une famille libre dans R; [z

N
4

(c) I Soit g(x) = kx + b € Ry[z] un polynome hnealre quelconque. Définissons A\g = g(ag) et A\ =

oe Alors on a (C0)1|‘| AT 5 ZZ Al/f ¢£4)
| )\ofo+/\1f1 = gao) fo + glar) fr = (kao + b)(z — a1) — (kay +b)(z — ag)

ap — ay B
kaox + bt — kagai — bay — kayx — bt + kagat 4+ bag  ka(ag — a1) + b(ag — a1)

= = kx+b = g(x).
ag — a1 ap — ax

MM /[ 24 @ I1. Si V est un espace vectoriel de dimension n, alors toute famille libre de V' qui compte n
éléments est une base. La dimension de Rq[z] est 2, et {fo, f1} est une famille libre dans R;[x].
Alors, {fo, f1} est une base de Ry[z], donc tout élément g € R;[z] peut s’écrire sous la forme
/\0f0 + )\1f1 ol Ao, A1 € R.

(d) Soit F'= Ay fo + A1 f1 un polyndome dans Ry[z]. Alors, par définition de fo, f1 on a :

F(ao) = Xofolao) + A1 fi(ao) — F(ap)=Xo-14+ X1 -0 — o = F(ap)
F(a1) = Aofolar) + A1 fi(ar) Fla1) =Xo-04+ X -1 A\ = F(ay)

(1)

Soient by, by des nombres réels quelconques. Alors, par application de le polynéme F' tel que
F(ao) = bg et F(al) = b1 est égal a bofg =+ blfl-

(e) Step 1. Définissons f;(x) = [] ;_ C;j , ©=0,1,...,m. Pour chaque 7 € {0,1,...,m}, le poly-
g#i e T @
nome f; est de degré < m. De plus, on a fi(a;) =1, i =0,1,...,m, et fi(a;) =0, i # j.
Step 2. La famille {fo,..., fm} est libre. En effet, si Agfo + ...)\mfm = 0, alors pour chaque

1€ {0, 1,... ,’ITL}, on a Aofo(ai) +. +)\mfm(a1) = 0, donc, )\ifi(ai) =X\=0,i=0,1,...,m
Step 3. La dimension de R,,[z] est égale & m + 1, et {fo,..., fm} est une famille de m + 1
éléments, donc, elle est une base. Alors, tout F' € R,,,[z] s’écrit de maniére unique sous la forme
F=Xfo+...+Anfm ot Xg,..., A\, €R. De plus, on a \; = F(a;), i =0,1,...,m

Step 4. Finalement, pour tout bg,...,b, € R, le polynéme F € R,,[z] tel que F(a;) = b; pour
tout i € {0,1,...,m} s’écrit de maniére unique comme la somme bg fo + . .. + by, fin.



