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1. Sous-espace des matrices symeétriques et antisymétriques (xx)
Soit M, »(R) Pespace vectoriel des matrices carrées sur R de taille n. Pour tout A = (a;;); ;=1
transposée de A est définie comme AT = (a;'—j
(c.-a~d., on échange les lignes avec les colonnes).
Soit S, (R) ={A € M, ,(R) | A=AT}.
(a) Montrer que S, (R) est un sous-espace vectoriel de M,, ,(R) (appelé le sous-espace des matrices
symétriques).
Sol.: D’abord on remarque que pour une matrice symétriqgue on a : aj; = a;j, pour tout i,j =
1,...,n. On applique la Proposition 1.4. Soient A,B € S,(R), A€R :
o S, (R) C My n(R) est clairement non-vide, par exemple, la matrice nulle appartient & Sp(R) ;
e (A+B)T = AT + BT. En composantes, on a : (a;; + b;;)| = a;rj + b;'—j = aj; + bj; pour tout

..... n, la

)ij=1,....n, telle que az—»';» = aj;, pour tout 4,5 =1,...,mn

,j=1,...,n.
o (A\A)T = XAT. En composantes, on a : (Aa;;)" = /\aiTj = Aaj; pour touti,j=1,...,n.
Donc S, (R) est un sous-espace vectoriel de M, ,,(R). O

(b) Donner une base de S, (R) dans le cas ot n = 3.
Sol.: Si A € S, (R), alors pour n = 3 il existe des coefficients a; € R, tels que

0 0 0 10 0 0 1
0 0| +a2 |1 0 Of+a3|0 0 O
0 0 0 00 100
:ZEl :ZEQ :1E3
0 00 0 00 0 0 0
+as |0 1 0l4as |0 0 1] +ag|0 0 0O
0 00 0 1 0 0 0 1
=:Fy =:E5 =:FEg

6
= E (ZiEi.
i=1

Donc {E1, Es, Es, E4, E5, Eg} est libre car la seule possibilité d’obtenir la matrice nulle est a; =0

pour tout i =1,...,6. Elle est aussi génératrice car toute A € S,,(R) se décompose sur la famille
{E1,Es,E5,Ey, E5, Eg}.
(¢) Quelle est la dimension de S, (R)? W&
Sol.: Pour n général, on a comme degrés de liberté les coefficients (aij)i:17,,,,n, donc >
i<j<n

dim(S,(R) = > i = w

i=1

o0 0o
ms 0o 00
€222
Soit A,(R) ={A € M, ,(R)|A=—-AT}. mnF+4
(a) Montrer que A, (R) est un sous-espace vectoriel de M,, ,(R) (appelé le sous-espace des matrices
antisymétriques).
Sol.: D’abord on remarque que pour une matrice antisymélrique on a : aj; = —a;;, pour tout
1,7 =1,...,n. On applique la Proposition 1.4. Soient A,BeV, AeR:
e A, (R) C M, »(R) est clairement non-vide, par exemple, la matrice nulle appartient & A, (R) ;
e (A+B)" =A"+B" = —-A—B=—(A+B). En composantes, on a : (a;j+b;;)" = aiTjeriTj =
aji + bji = —aij — bij = —(aij + b”) pour tout Z,] = ]., sy

Difficulté : (x) niveau basique; (xx) niveau de I’examen; (% * x) niveau avancé.



o MA)" = XAT = —XA. En composantes, on a : (Aag;)" = Xaf; = Aaji = —Xay; pour tout
L,j=1,...,n
Done V' est un sous-espace vectoriel de M, »(R). 0
(b) Donner une base de A, (R) dans le cas ot n = 3.
Sol.: Si A€ A, (R), pour n =3 alors il existe des a,b,c € R, tels que

0 a b 0 1 0 0 0 1 0 0 0
A=|—-a 0 ¢l =a|-1 0 O[4+b|0 O Of+4+c|0 0 1| =aFE;+bEy+ cFEs.
b —c 0 0 0 O -1 0 0 0 -1 0
:ZEl :ZEQ :ZE3

Donc {Ey, Es, Es} est libre car la seule possibilité d’obtenir la matrice nulle est a = b = ¢ = 0.
Elle est aussi génératrice car toute A € A, (R) se décompose sur la famille {Eq, Eq, E3}.
(¢) Quelle est la dimension de A, (R)?
Sol.: Pour n général, on a comme degrés de liberté les coefficients (aij)i:17,,,,n,1, donc
1<j<n

i n(n—1)

mﬁ%m»=§h=—7¢—

., (c8ails um rcice C' examen de

2. Compléter une famille libre en une base (

Considérer ’ensemble suivant de matrices : ’Wf@g& ew W 2013 )

() (1) (1)

(a) Montrer que F est une famille libre de M3 2(R). R z z 7/ il
Sol.: La famille F est libre si (W ba M A’& )

0 1 10 1 4 oo
Al(01>+A2(10 +M - 00)
N Aotz Ay Az ( = >§(2/ +2 00
= A2-23=0
Z/Z— 2/3 2/47(' 2/3 ) +2/33 -0

et on trouve facilement que \y = Ao = A3 = 0 est la seule solution. Donc oui, F est bien une
famille libre.

(b) Compléter F en une base de Mj o(R). Justifier votre réponse.
Sol.: Comme dim(Ms2(R)) = 4 et |F| = 3, il suffit d’ajouter a la famille F une matrice qui
ne soit pas combinaison linéaire des autres matrices dans F pour obtenir une base. Prenons, par

0 1 . , o 0 1 o o
exemple, L On vérifie que l’on ne peut pas écrire 0 o | comme combinaison linéaire

des autres éléments de E, car le systéme

A2+A3 A=Az \ _ (0 1 - Ai-z=4 -
<A2>\3 >\1+/\3>_(0 0><—> 2,4 z 0 & Ag=1

n’admets pas de solution. Donc la famille

= 0 1 1 0 1 -1 0 1
) Go) (e )Gl
est bien une base de Mz 2(R).

3. Somme, intersection et dimension de sous-espaces (x*)



® SOHNE DE S EV ms S.EV.
® INTERSECNION DE S.EV, wms S.EV

(a) Soient F', G, H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Donner un exemple non-trivial

, psilz.r:comparerFﬂ(G—i—H) et (FNG)+ (FNH). N,B,.’ 6,_’_ H #: 6,(/’._71 DPaDoP

o o Commence e D’aprés le cours (Sec. 1.8; regarder les définitions), on a que G+ H, FN (G + H) et (FN
avee W 4 @)+ (FNH) sont des sous-espaces vectoriels de E.
a/henants o o On prend un vecteur w € (FNG)+ (FNH), alors, par définition de +, il existe u € (FNG) et
(F/JG')“’(FOH)/ &ﬁ v e (FNH) tels que w =u+v. Cela veut dire, par définition de N, queu € F, v € F, u € G
etve H. Donconadla foisu+v=weF etwe (G+H), c-a-d,we FN(G+ H). Donc
o condluy Yee - on a Uinclusion : (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).

M 007’1/-1(/' o Linclusion inverse n’est pas toujours vraie. Par exemple, on considére E = R%, F = Vect{e; },
o W G = Vect{e; +e2}, H = Vect{e; —ez}. On a donc G+ H = Vect{ey,e2}, (FNG)+(FNH) =

W pro {0g}, FN(G+H) =F, donc (FNG)+(FNH) C FN(G+H). C.-a-d., en général FN(G+ H)
E R 2 et (FNG)+ (FNH) ne sont pas égauz!

(b) Soient U et V deux sous-espaces de R tels que dim(U) = 2 et dim(V') = 5.

6’ i. Quelles sont les valeurs minimales et maximales de dim(U +V") ? Donner des exemples concrets.

/ S l .
6 % (0] 2
2 e +e o L’espace U + V' contient vecteurs en U et en V. Donc dim(U + V) > max(2,5) = 5. Par
1702 X
N exemple, on prend U = Vect{e1,ea} et V = Vect{ey,ea,...,e5}, ot e; sont les vecteurs de
N €1 la base canonique. On remarque que U CV, et on a U+V =V.
- - F: e (U+V) C RS donc dim(U + V) < 6. Par evemple, V = Vect{e,ea,...,e5} et U =

) Vect{es, e} Alors U+V =R Ans  la, dimension mescmaty o4t atbeinte .

e~ ey ii. Quelles sont les valeurs minimales et maximales de dim(UNV') ? Donner des exemples concrets.
\ Sol.: Par la formule de Grassmann, on a ’Pa)o 1. ;_5' =2
s A
f dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+5— (=5 ou <6)7< Z-6=4

donc 1 < dim(U NV) < 2. Pour les exemples ci-dessus, on a respectivement dim(U NV) =
dim(Vect{er, e2}) =2 et dim(U N V) = dim(Vect{es}) = 1.

(c) Considérer les sous-espaces de R* suivants
U={(z,y,2,t) €R* | 22+ 32 — 4t = 0 et 32 — 2t = 0},

W= VeCt{(l, 07 070)7 (Oa47 070)7 (2a _17070)? (070707 1)}

i. Calculer la dimension de U et de W.

Sol.: On va d’abord trouver une base de U. On commence par résoudre le systéme
27 + 3z — 4t = 0, Wﬂ—; s =T
32-2t=0. ) Z=§{:

De la 2° équation on tire z = %t, et en le remplagcant dans la 17 on obtient x = t. Donc
(z,,2,t) = (ty, 5t.t) = (1,0,3,1) +5(0,1,0,0) = tvy + yva.

On montre que A = {v1,v2} est une base de U :
o A est génératrice pour U car tout vecteur qui appartient o U peut s’écrire comme combi-
naison linéaire de vy et vo ;

e A est libre car pour a, b € R ?MCOMMWW t &%
~<vw
avi+bvz=0 = (a,b 2a,a)=(0,0,0,0) = a=b=0.
Donc A = {vy,v2} est un base de U. Donc dim(U) = 2.

( 'D\ K N(Z& ‘ Maintenant pour la dimension de W. On remarque que, par définition, B = {wy,wq, w3, w4}

engendre W. On va trouver une base de W en extrayant un ensemble C C B. On va montrer
Wm v ’Feat que C = {wy, w2, w4} est une base de W :
8 ® on remarque que ws = 2w, — lwg, et donc tout w; € B est engendré par C = {wl,w27w4}.

a
Puisque W = Vect(B), on a aussi W = Vect(C), c.-a-d., C est génératrice pour W.
) 3

base



e Pour a, b, ¢ € R, aw; + bws + cwy = (a,4b,0,¢) = (0,0,0,0) impliqgue a = b = ¢ = 0,
c.-a-d., C est libre.
Donc C est une base de W. Donc dim(W') = 3.
ii. Montrer que U + W = R%.

Sol.: D’abord on montre que AUC = {v1,va, w1, wa, ws} = {(1,0, %, 1),ea,e1,4ea,e4} engendre
la base canonique {e1,ea,€3,e4}. On remarque que ey, es, e4 € AUC (car e; = wy, ea = vy et
SW I P €4 =wy) et ez = %(vl —wy —wy). Donc R* = Vect{e, ez, e3,e4} C Vect{ AUC}. Tous les vecteurs
_— considérés sont dans R*, c.-a-d., on a lautre inclusion Vect{A U C} C R*, donc on en déduit
R* = Vect{AUC}. Or Vect{AUC} = Vect{A} + Vect{C}, car toute combinaison linéaire de AUC

est la somme d’une combinaison linéaire de A et d’une combinaison linéaire de C. Finalement

U+ W = Vect{A} + Vect{C} = Vect{AUC} = R%.

I am‘/déjel e &/Wﬂ@www,mmfwgkdw&&w 0

@ Sol. alternative : On remarque que Vect{ANC} = Vect{es}, donc dim( Vect{ANC}) = 1. La
formule de Grassmann nous donne j/

/é LM& FOWZ % dim( Vect{AUC}) = dim( Vect{A}) + dim( Vect{C}) — dim( Vect{ANC})

_ 14— (R4
@ L poun W —243-1=4=dim(RY).
Donc U + W =R%. O

4. Dimension de Vi x V; (%%)
On rappelle la notion de produit cartésien de deux ensembles A et B :

Ax B={(a,b)|ac Aet be B}.

Montrer la proposition suivante :

Proposition 1. Soient V7 et V5 deux espaces vectoriels de dimension finie, alors dim(V; x Vi) =
dim (V1) + dim(Va).

Indication : Construire une famille appropriée B de vecteurs de Vi X Vo et montrer que B est a la fois
génératrice et libre pour l'espace V1 x V.

Sol.: Soient By = {a1,...,an} et Bo = {b1,...,b,} des bases de Vi et Va. On affirme que la famille :

B ={(a1,0), (a2,0),...,(an,0), (0,b1), (0,b2),...,(0,b,)}

est une base de Vi x Vy :
® génératrice : on considére (v1,v2) € Vi X Va, avec vi = 3, Niai, v2 = >, pujb;, on a

e veclewy
qM&ﬂW de & (V1,02) = (01,0) + (0,02) = (35, Niai, 0) + (O7Zj Mjbj)
V XVz =i Ai(ai, 0) + 325 15(0, by).
1 : /Y/ s
o libre : e 4 f 4 50) @ y B

Zi )\i(aivo) + Zj :uj(oa bj) = (07
(Zz >\i0J7',a Z_j /J‘jbj) = (070)
=3 . Na; =0 et Zjﬂjbj = O@)\i =0,i=1,...,n, et n; =0, j=1,...,p, puisque {a;}, {b;}

Em%'RXR. \_/ o
1.8 Sorme_dprecte ($.21)
E,nE, =3xef |zefreb BEELS
E tE, =fa¢é El 32 E, x,eE: .9 95:2‘;4*903,5
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