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Exercice 1. (xx) On se donne la matrice

1 2 -3
A= 7 6 —13
—2 4 -2 A x =0
et on définit ker(A) = {x € R3 | x est une solution du systéme homogeéne avec A la matrice des coefficients}.
(Cet ensemble est appellé le no@u de A.)
1. Montrer que ker(A) est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Trouver une base de ker(A4).

Sol.:

1. L’ensemble des solutions d’un systéme homogéne forme toujours un sous espace linéaire. En effet soit
(x1,y1,21) et (x2,y2,22) deux solutions, et A € R. Alors pour toute équation du systéme de la forme
ax+by+cz=0o0na

ary +byr +cz1 =0
{ Lo ' = a(z1 +22) +b(y1 + y2) +c(z1 +22) =0

axy +byy +cz1 =0

et aAry +bAy; +chz; =0 := (”,Z/f)
2. 1l faut résoudre le systéme A @: 0. Ona: FW reduvte
1 2 -3]0 1 2 -3 1 2 -3 —1] 0\ Litlals

0
7T 6 -13|0 )<= 0 -8 8|0 |+<=]|0 -8 8
2 4 -2 |04l 8 8|0 0 0 0
Lz<Lstels La<Ls+ly
c’est a dire pour (z,y,2) € R® x =y et y = z. On en déduit que ker(A) = Vect ({(1,1,1)}) et donc
que{(1,1,1)} forme une base de ker(A)

0 1 0
0 |l<= |01 —1|0 |; Lé/(_g)
0 0 0 0

Exercice 2. (xx) Considérons le systéme d’équations linéaires pour les inconnus z,y, 2

r—y—z=25b
—22+3y+32=0—-b+1
y+z=1>

1. Pour quelles valeures de b € R, le systéme admet-il une solution ?

2. Pour quelles valeures de b € C, le systéme admet-il une solution ?

. N L'|1<—L +L3 1} ] [}

Sol.: On résoud le systéeme L;‘él;'SLs LzéLz'sz»f
1 -1 -1 b 1 00 2b 1 00 20

-2 3 3 |PP-b+1 || -2 0 0|b*—4b+1 | < | 0 0 0|b+1
0 1 1 b 0 1 1 b 0 1 1 b

On a donc l’éguation b*> + 1 = 0 qui n’admet pas de solution sur R. Sur C, on a alors b = i avec comme
solution x = 2i, y =1 — z ou b= —i avec comme solution x = —2i, y = —i — 2

Exercice 3. Qui est linéaire ? (%)
Pour chacune des fonctions suivantes, dites si elle est linéaire (et prouvez le!), puis, si c’est le cas, décrivez
son noyau et son image. Pour les exemples de dimension finie, trouver aussi une base de Ker(f) et Im(f).



e R3 — R3
Y (my, ) = (x4 2y — 32,7z + 6y — 132, —2z + 4y — 22)
2. (sur le corps R)
fo c — C
20 e 7%2
3. (sur le corps C)
fa! c — C
302 —%2
4.
- Rplz] — R[]
ope) - qlx) =plz+1)
5.
£ Rp[z] — R[]
p(x) = qlz) =px)+1
6.
L. ) — ()
T = (r= fy fly)dy)
7. \
fo ! Rofz] — R? ex A,um € ekamen
’ — 0),p'(0 . -
P (p(0),p'(0)) de ey 2018
Sol.: 3 e
1. La fonction fi est definie par une collection dek polynémes linéaires et homogénes, donc ellest lindaire.
La matrice de f1 est
1 2 -3
A= 7 6 -13
-2 4 =2
Pour trouver Ker(f1) il faut résoudre le systtme A - X = 0. On a alors comme pour ’exercice 1
Ker(fi1) = ker(A) = Vect {(1,1,1)} . L’espace Im est de dimension 2 et est engendré par les
vecteurs vy = (1,7,—2),v9 = (2,6,4),v3 = (=3, —13,—2). Notons que v1 + va = —vs, donc Im(f1) =
Vect({v1, v2, v3}) = Vect({v1, va}).
2. Soient zy = x1 +1iyy et zo = xo + iys des nombres complexes quelconques, alors, on a

Falea +22) = =5 (or  22) = =5 (1 2 — s — i) = 51— itn) — 322 — i) = fole) + fa(2).

Soit A € R un un nombre rédl quelconque, alors
-
foAs1) = =5 Xe1 = —XET = —2AF = Afa(21)
2(AZ1) = B 21 = B) z21 = B 21 = AJ2(z1)-

Donc, la fonction fo est linéaire. De plus, elle est injective et surjective. En fait, considerons la
fonction linéaire suivante

c — C
z = =2z
On a faog=go fo =Idc. Donc, fa est bijective, donc Ker(f2) =0, et Im(f2) = C = Vect({1,4}).
3. La fonction f3 n’est pas linéaire. En fait, on a que b F
-1 1,1 o M
=i f3(—i) = —i- 5 =73 # 5= fa((=4) - (=)
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g : nlz] = Rnla]
¥ p2)P ()= et

4. La fonction f4 est linéaire. Pour tout A, € R et g1(x), g2(x) € Ry [z], on a :

fa((Ag1 + pg2) () = (Ag1 + pg2)(x + 1) = Agi(z + 1) + pga(z + 1) = Aa(g1(2)) + pfa(g2(z)).

1l est facile de montrer que la fonction h suivante est l’inverse de fy.

U{ Ralxl = Ralx] R R
P2 P> G(2)= plxy+1e P(x) = Q(z)=Px—1)

Done, f4 est bijective, Ker(fq) =0, et Im(f4) = Ry [x] = Vect({1, z, x"}).

oK (Mmﬁmdww&t

5. La fonction fs n’est pas linéaire. En fait, on a f5(0) =1#0. ,; , 001t ewrogs .0 )

C(R>0) — C(R>0)

UK f > (xn—>m2f(1/x))

La fonction fg est liné@ire En fait, si g1(x), go(x) sont dans C(Rx ors, pour tout A\, u € R, on

/FM ’FWWMZ (g1 + g2 (2) = 2% (g + ITE) = Ao (LT 705 1/2) = Afolr(2)) + 1 folg2())
‘ 6 La fopctz$ fe est bijective. En fait, conséderons la ton linéaire suivante.

C(R>0) — C(R>0)

h f — <xn—>x12f(1/x)).

/ a feoh=ho fo =Ider_,), alors fo admet Uinverse et donc est bijective. |

D"’f' 7. La fonction fr est linéaire (vu en cours). St G(x) = = [ 9(y)dy =0, alors G'(z) = g(x) =0

G(x);:&”g(g,) da; pour tout x, donc, g(x) = 0. Alors, Ker(f7) = 0. Pour l zmage on remarque que G(x) = fr(g(x)) est

? Cl et vérifie G(0) = 0. On pose % {He C ([ 1)) | H(0) = 0}, et on a Im(f7) C 2. De plus, si la

Am/ fonction H est dans 2, alors, H(x fo y)dy = fz(H (x)). Done, 20 C Im(f7). On a moniré que
’ =

. La fonction fs est linéaire. En fait, soient Py, P> deux polynémes quelconques dans Ry[z]. Alors, on

fan ¢ TFA o

fs((P1 + P2)(90)) = ((Pl + P)(0), (P + P2)I(0)> = <P1(0) + P»(0), P{(0) + P2/<0)) =
(P2 0), PLO)) + (P2(0), P5(0)) = fu(Pr (@) + fi(Pa(a).
De plus, si A € R est un nombre .r’éé_l et P € Rofz] un polynéme quadratique quelconque, alors,

fs(A-P) = ((A~P)<0>, (A-P)’<0>) = (A - P(0),A- P'<0>) =X fs(P()).

Soit P = az?+bz+c € Ra[z] un polynéme quelconque. Le vecteur fs(P(x)) est égal a (c,b). La fonction ‘/

fs est surjective. En fait, pour tout (mﬂ) € R?, il existe un polynome P(x ) tel que fs(P(z)) = ( B).

Par ex@mple, on peut prendre P(z) = x +ﬁac+oz € Rq[z]. Alors, Im(fs) = R? = Vect ({(1,0), (0,1)}).
\/ En méme temps, fs n'est pas injective : fs(a - x?) = 0 pour tout a € R. De plus, fs(ax? + bz —I— c) =

0 < b,c = 0. Donc, Ker(fs) = Vect({z?}) C Ra[z].
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