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1. Noyau et image d’une application linéaire (x)

(a) Soit f: Ry[z] — R l'application définie par p — fol p(z) da.

i.

ii.

iii.

iv.

Montrer que f est linéaire.
Sol.: Soient p,q € Ry[z] et A € R. On vérifie que f(Ap+q) = f(p) + f(q). On a

FfOp+q) —fol (Ap+q)(x) dx:fol)\px )+ q(z) dx
—)\fO d:v+f0 x)dr = Af(p) + f(q).

2 1
Trouver une base de Ker(f). [&/ x /Z + b% -+ d]O =0
Sol.: Soit p(x) = ax + b € Ry[z], aveg/a,b € R. Le noyau de f est Ker(f) = {p € Ry[z] |
f(p) =0}, ce qui implique fol ax +bdz =0, ie, b= —fa C.-a-d., le noyau de f est donné

par les polynomes de la forme p(z) = ax — fa Une base pour Ker(f) est donc {x - %} Ainsi,
dim(Ker(f)) = 1.

Trouver une base de Im(f).

Sol.: L’image de f est Im(f) = {p-e=MzatR) | 3a + b}, c.-a-d., limage de [ est tout R :

Wgam ) = R. Une base pour Im(f) est donnée par {1}, et dlm(Im(f)) = 1.

Vérifier le théoréeme du rang pour f.
Sol.: On a bien dim(Ry[z]) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)), .e., 2=1+ 1.

(b) Soit g: Ms2(R) — My (R) lapplication définie par A — (A + AT), ot AT note la matrice
transposée de A (cf. Série 4, exercice 1).

i

ii.

iii.

iv.

Montrer que g est linéaire.
Sol.: Soient M,N € M32(R) et A € R. On vérifie que g(AM + N) = A\g(M) + g(N). On a

(
AM+N+QAM+N))=I(AMM+N+IM"+NT)

gAM + N) = §
=AI(M+M")+L(N+NT)=Ag(M) + g(N).

Trouver une base de Ker(g).

Sol.: Le noyau de g est Ker(g) = {A € M25(R) | g(A) = 0}, ce qui implique 3(A+AT) =0,
ie., A= —AT. C.-a-d., le noyau de g est formé par les matrices antisymétriques de taille 2.
En utilisant la notation de l’exercice 1 de la Série 4, on peut écrire Ker(g) = A2(R). Une base
Donc dim(Ker(g)) = 1.

pour Ker(g) est donnée par
0 1
o))
Trouver une base de Im(g).
Sol.: L’image de g est Im(g) = {A € M22(R) | g(A)}, c.-a-d., l'image de g est formée par
les matrices symétriques de taille 2. On peut écrire Im(g) = S2(R). Une base pour Im(g) est

donnée par

p (10 (00 (00) el i
Donc dim(Im(g)) = 3. ame melrice A, mous KOUme
Vérifier le théoréme du rang pour g. la parbie JWW de A.

Sol.: On a bien dim(Msz 3(R)) = dim(Ker(g)) + dim(Im(g)), d.e., 4 =1+ 3.

Difficulté : (x) niveau basique; (xx) niveau de I’examen; (% * x) niveau avancé.



2. Applications linéaires en géométrie (xx)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p. On note
Br = {b1,...,by} une base de F' que 'on compléte en une base B = {b1,...,bp,bpt1,...,b,} de E.
On note aussi G = Vect(bpt1,...,by,), et on vérifie que E = F & G. : Avrme dnede
(a) Soit t : © — a + x la translation de vecteur a # 0. Est-ce que ¢ est linéaire ? Si oui, donner sa
matrice dans la base B, puis son noyau et son image.
Sol.: On remarque que t(0) = a, avec a # 0, donc t n'est pas linéaire.

(b) Soit IT la projection sur F' définie par

_ bisii<p,
(k) = { 0 sinon.

E En supposant que IT est linéaire, expliciter la valeur de IT(z) pour = € E. Faites un dessin pour
n =2 et p = 1. Quelle est la matrice de IT dans la base B? Donner le noyau et le rang de II.

g Sol.:

x F o Soitx =31 \b; € E, alors II(z) = Y7 | \;b;. Ainsi, sixz = f+g, avec f =34 \ib; € F
et g = Z?:pﬂ \ib; € G, alors II(z) = f.
# e La matrice de IT dans la base B est
Q

Tx) ( L | Opxnp) )

O(n—p)xp ‘ O(n—p)

e Noyau : Six = f+g, on a que II(x) =0 si et seulement si f =0, donc Ker(IT) = G.
e Rang : Par le théoréeme du rang, rg(Il) = dim(Im(II)) = p (¢f. avec la matrice ci-dessus).
Done Im(IT) = F (car dim(F) =p).

(¢) Soit s la symétrie par rapport a F' parallélement & G définie par

G E S(x):{:csixGF,

—zrsizeG.
g Si s est linéaire, que vaut s(z) pour z € E 7 Faites un dessin pour n = 2 et p = 1. Quelle est la
£ F matrice de s dans la base B? Donner le noyau et le rang de s. Montrer que s = 21T — Id.
£ Sol.:
-> 7 e Six=f+g, avec f€F etge G, alors s(x) = f —g.
-—g, 3(@/ e La matrice de s dans la base B est

< Iy ‘ Opx (n—p) ) )

O(n—p)xp ‘ L)

e Noyau : Si s(x) = f—g=0, alors, comme FNG ={0} (car E=F&®G),ona f=g=0, et
donc x = 0. C’est & dire, Ker(s) = {0}.

e Rang : Par le théoréeme du rang, rg(s) = dim(Im(s)) = n (cf. avec la matrice ci-dessus). Donc
Im(s) = E.

e Montrer que s = 2II —Id : Pour tout ¢ € FE, six = f+ g avec f € F et g € G, alors
2ll(z) —x=2f - (f+g9) = f — g =s(z). Donc 2l —1d = s.

(d) Sin=2et p=1, on note ry la rotation d’angle § dont la matrice dans B est

Fne som ot 4y — (cos(e) —sin(@)).

<
d/’a”lﬁé 9 dw Que vaut rg(z) pour € E? Quel 6 faut-il choisir pour que ry envoie F sur G et G sur F'? Quelle

s 4 t la matrice de rg, org, dans B?
WW} MVZ * 01 210
&{Z Sol.:
AL,

sin(d)  cos(0)

o Sixz= fby+gba, alors rg(x) = (fcosd — gsind) by + (f sin€ + gcosh) bs.

o Afin que o(F) = G et 7o(G) = F, il suffit de montrer que ro(b1) € G et ro(by) € F. Or
ro(b1) = cosfby + sinfbs, donc il faut cosd = 0, c.-a-d., 0 = w/2 + kn. Alors on a bien
ro(b1) = £ba € G. De méme, on trouve ro(by) = £by € F. Alors la condition est § = w/2+ k.

x Donc :

1 ﬂ%'led&we(%)’ ﬂw}ﬁ-g/}hoﬁ
—F ngﬂd&’ze(%)=fMﬁ+gme




(e)

o Matrice de rg, o rg, dans B : On calcule

T9, 0 T9,(b1) = T8, (cOS 02 b1 + sin bs by)
= (cos 07 cos Oy — sin 0y sin 05) by + (sin by cos B2 + cos Oy sin 0) by
= COS(91 + 92) by + sin(@l + 92) bs.

On trouve de méme
T9, O To, (bg) = — sin(91 + 92) b1 + COS(el + 02) bg.

Donc la matrice de rg, o rg, dans B est Ag, yo,. En fait, ro, o ro, = 0,40,
Soit h : E — FE une application linéaire telle que pour tout x € FE, il existe A\, € R tel que
h(z) = Ay x. Montrer que h est une homothétie, c.-a-d., h, ne dépend pas de x. Quelle est la
matrice de h dans la base B? Et dans une autre base ?
Sol.:
o Montrer que h est une homothétie : Pour tout © € E, il existe A\, € R tel que h(z) = Ay x. En
particulier, h(b;) = \p, b, pour i =1,...,n. Mais

def.

h(b1++b) )‘b1+ b, (bl—‘r—l—bn)

:>\b1b1+)\bgb2+~~~+)\bnbna

ot dans la derniére égalité on a utilisé la linéarité de h et le fait que h(b;) = Ay, bi, pour

i =1,...,n. Comme {b1,...,b,} est une base, le vecteur h(by + ... + b,) se décompose de
maniére unique dans cette base, ce qui implique Ap, 4. 45, = Aoy = Apy = ... = Np,,. Donc st
onnote A=Ay, = Xp, = ... = Xp,, on a h(b;) = \b;, pouri=1,...,n. Donc pour tout x € E,

h(z) = Az (c.-a-d., X ne dépend pas de la direction x).

e La matrice de h est \I,, dans toute base. Fﬂ ;2 VT tme aube bae ’PW W
L/é obmwv @mwme Conkd. Cnbaine o

3. Théoréme du rang : exemples et contre-exemples (x x x) E-’D,f, j

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur R. Le but de cet exercice est d appliquer le théoréme du
rang et son corollaire pour montrer U'injectivité/la surjectivité des applications linéaires.

(a)

Montrer que I'application f: R,[z] — R"*! définie par p — (p(0),p(1),...,p(n)), est linéaire et

bijective.

Astuce : voir Uexercice 4 de la Série 3 (mterpolatzon lagrangienne”).

Sol.: = > nm COM/}

o Linéarité : vaw
e Sip € R[] est tel que f(p) = 0, alors p(0) = p(1) = ... £ p(n) =0, c.-a-d., p a (n+ 1)

racines. Comme un polynome de degré < m n'a que m racdines au mazimum, alors p(x) = 0
pour tout x. Done, Ker(f) = {0}, i.e., f est injective/ Pour la surjectivité, on peut utiliser
Vewercice 4 de la Série 3 : pour tout by, . .., b, € R"Til existe un unique polynome q € R, [x]
tel que q(j) = bj pour tout 0 < j < n. Donc, f est bijective. (C’est un isomorphisme /)

Pour I'application ¢: R? — R?, définie par (z,y) — (y,0), montrer que 'on n’a pas Ker(p) @

Im(¢p) = R2, et vérifier que le théoréme du rang s’applique.

Sol.: On observe que les éléments du noyau Ker(p) sont de la forme (x,0), pour tout v € R?.

Donc on peut écrire le noyau de ¢ comme Ker(p) = Vect{(1,0)}. Pour l’image, on a Im(p) =

{(y,0) | y € R} Donc on peut écrire image de ¢ comme Im(p) = Vect{(1,0)}. Ainsi on a

Ker(p) = Im(p) G R2. Notamment, Ker(¢) NIm(p) # {0}, donc Ker(p) et Im(p) ne sont pas en

somme directe. Myis on a bien que le théoréeme du rang s’applique, car dlm(Ker( ))+dim(Im(p)) =

dim(R”). Contonu en B2 main pas o R?

En utilisant le théoréme du rang, trouver ’espace vectoriel F' tel que application D: R, [z] — F,

définie par p(x) — p'(x) soit surjective.

Sol.: Dans la base {1,z,2%,...,2"} de R,[x], lespace Ker(D) s’écrit comme Vect({1}), car

p' () est la fonction nulle si et seulement si p(x) est une constante. Par le théoréeme du rang,

on a dim(Im(D)) = n + 1 — dim(Ker(D)) = n. En méme temps, on a que Im(D) C R,_1[z].

La dimension de R,_1[z] est n, donc, Im(D) = R,,_1[z]. Alors, pour F = Im(D) = R,_1[z], la

fonction D est surjective.



(d) On suppose maintenant que F' = R[z]. application D est-elle injective ? surjective ? Que peut on
( en déduire sur le théoréme du rang erf dimension infinie ? 3(c
dﬂm eW Sol.: L’application D n’est pas injective (voir 2(b)), mais elle est surjectML fazt pour tout JL
olynéme () = anz™ + an_12" 1 + ... + ag, il existe un polynoéme q(x) tel que
<&— poly 05 poly q que ¢'(
J/,Q)WA/“ Par ex@mple, on peut prendre q(x) = ;‘—_&x”“ + f=Lg" 4 ...+ agz. Donc, on a une applzcatwn
D: R[z] — R[z] avec dim(Ker(D)) > 0, et Im(D) = R[z]. On observe donc que le théoréme du
rang ne s’applique pas en dimension infinie.

NB.: R[22+ polynimes titcly



